SOLUCIONS

1. JOCS DE DAUS: “MARLOTA” | “RIFFA”

1.1. S’ha utilitzat el full de calcul Excel per a respondre a la pregunta.

frecuencia |probabilidad| Xj - Pj xf-pi
0,005 | 0,0139] 0,0417
0,014 | 0,0556 | 0,2222
0,028 | 0,1389] 0,6944
0,046 | 0,2778 1,6667
0,069 | 0,4861] 3,4028
0,097 10,7778 6,2222
0,102 109167 825
0,139 | 1,3889] 13,889
0,139 | 1,5278| 16,806
0,102 | 1,2222 | 14,667
0,097 | 1,2639] 16,431
0,069 | 0,9722] 13,611
0,046 | 0,6944] 10,417
0,028 | 0,4444] 7,1111
0,014 | 0,2361] 4,0139
0,005 | 0,0833 jif5
totales 1,000] 105 ]11894

3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18

d.tipica jugadas posibles
2,95 81,48%

1.2. Igualment per a esta pregunta.

1.3. Per a agilitzar el joc s’han eliminat els resultats menys probable.
Cal observar que els resultats entre 7 i el 14, ambdés inclosos, suposen
el 81,48% del total dels resultats possibles.

Triaria el 10 o I'l1 perque sén els successos que ocorren amb més
frequencia. Caldria elegir el 14, que igual que el 8, ocorre 21 de les 216
resultats possibles.

Es pot organitzar un campionat entre els alumnes i alumnes de la classe.

Hi ha sis parells iguals (1,1), (2,2),...(6,6); La probabilitat d’obtindre un
d’eixos parells és 1/36; Com la probabilitat d’obtindre un qualsevol
d’eixos parells és 6/36, cada 6 tirades aproximadament apareixera un
parell doble.
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suma de los tres dados

9 10
9 10 11 12

2
4
6
8 9 10 11 12 1314
10
12

11 12 1314 15 16
1314 15 16 17 18
totales 3 3 37383 322 1 1

DO O O O O O

W

1.8. En el primer cas només guanye si trac un 6 i el meu contrincant un 1,
i guanyaria 8 a 7. Aix0 suposa una probabilitat d’1/36.

En el segon cas, si la suma dels tres daus son: (2+4,4+1), (2+5,4+1),
(245,4+2), (2+6,4+1), (2+6,4+2), (2+6,4+3) guanye “jo”. A¢d suposa
una probabilitat de 6/36=1/6.

Els successos menys probable sén les sumes 3, 4, 17 i 18 amb probabi-
litat 1/36 i les sumes 5, 6,15 i 16 amb probabilitat 2/36. Eliminant estos
successos tots els altres tenen la mateixa probabilitat 3/36=1/12.
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1.10. Es pot organitzar un campionat entre els alumnes i alumnes de la classe.

2. UALGEBRA: SAVASORDA

258, a) > - 25'= h2+£—2bh ( ) per tant Va* 25 = h——

Va2-2S

2 b
i finalment 7 =2-1

b) @ 425 (g =25 h

S
i operant az+25 (g [Z’)z i finalment -
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Yaz+2S . Yaz-2S

¢) Sumant ambdds expressions: h = 5 >

Restant i multiplicant per 2: b= Vo +25 _ Va-25

a) Si el costat igual mesura 5 i l'area 12 es té: h=7/2+1/2=4 i b=7+1=8.

b) Si resolem el sistema 12 = % i Z25v= % + h? s’obté I'equacié biqua-
drada b* - 1000 + 2.304 = 0 que ddéna dos solucions b=8 y b=6.
AcO suposa que les altures son h=3 i h=4.

La solucié que no apareix en la férmula de Bar Hiyya es deu a no con-
siderar el doble signe de les arrels quadrades.

a) Expressant en funci6 de b es té:

b b D' b
p=5+3p-a=3p-b=5 1 p-c=5-5

b) Substituint en la férmula d’Herén 12=\/(5+§)§§(5—§) i operant

s’obté I'equacié que ddna les solucions b=8 i b=6.

c) Prenent b=8, p = > p-b= h%] i p-c= 9-h

Substituint en la férmula d’Herén i operant s’obté I’equacio
h* — 82h* + 657 = 0 que déna com a soluci6 valida h=3.
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La solucié amb Cabri és: Modificant els costats del triangle sempre es

complix la formula d’Herén.
MEDIDA DIRECTA © FORMULA DE HERON

area= 10,97 cm? raiz[p[p-a][p-b][p-c]]=10,97 cm?

7,65
p=7,65cm.

3. ELS ARABS | LAIGUA: LA SENIA

3.1. a) Al triar eixe sistema de referencia |'equaci6 és x*+y’=6°.
b) Prenent I'origen d’angles propi de la trigonometria es té:

cand 3 2 27
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3.2. Ll'altura és una funci6 “sinus” i la distancia una funcié “cosinus” d’am-
plitud 6 i periode 0,30:

angle

208

X

13

0

y

5,20

-6

-3

2-T:t
h= 6-$en( 30

)

2-Tet
d= 6-COS(T)
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3.3. El cand 6 té un “desfasament” de 60°:

h= 6-sen(2£'t + ZT“) d= 6-cos(2_;’n't + ZT")

3.4. La sénia de 6 m. de diametre té una amplitud 3:

2Tt 2Tt
h= 3-$en( 30 ) d= 3-COS(T)
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3.5.

Si pega una volta cada 15 s., el seu periode és la mitat:

2-T[-t)

2Tt
h= 6-sen( 15 )

d= 6-cos( 15

y10

a) V=mR:-H=3,14.152.30 = 21.206 cm® = 21,206 |
b) Es tracta d'un problema d’optimitzacié:

Si V= mR.H [I] és el volum del cilindre i S = 2rR-H + TR la superficie

metal-lica es té: S = %/ + TER%

|V |V
Derivant i igualant a zero: R = \/; i reemplacant en [I] s'obté H =\/;.

La derivada segona garantix que és un minim: §” = ‘k—Y

¢) Amb les dimensions inicials S = 2.7t15-30 + 152 = 3.534,29 cm? de
chapa. Pero si R=H i ha de contindre 21.206 cm® d’aigua, es té:
21.206 = TR i R=H=18,90 cm. Per tant S = 3-1LR? = 3.366,62 cm*. AcO suposa
un estalvi d'un 5%.
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3.6. Al donar dos vueltas per minut i disposar de 36 canons de 21,206 litres

es té: 21,206-36-2=1.526,8 litres. Si es retiraren 12 canons pero la
duracié del gir féra 20 s. el resultat seria el mateix: 21,206-24-3=
1.526,8 litres.

Es pretén que I'alumne/ dissenye una sénia tenint en compte les varia-
bles que s‘indiquen. Haura de definir la grandaria del cané, el nombre
de canons tenint en compte la grandaria de la sénia etc.

4. JUAN CARAMUEL: INICI DE LA PROBABILITAT

4.1.

Les sumes possibles s6n 2, 3,4, 5,6, 7,8,9,10, 11 i 12. Les probabi-
litats de cada succés son 1/36, 2/36, 3/36, 4/36, 5/36, 6/36, 5/36,
4/36, 3/36, 2/36 i 1/36 respectivament.

Al llancar 3 daus hi ha 216 possibilitats. La suma 9 es presenta en els
casos (1,2,6), (1,3,5), (1,4,4), (2,2,5), (2,3,4), (3,3,3) i la suma 10 en
(1,3,6), (1,4,5), (2,2,6), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4). AcO suposa 6 ternes
per a cada aposta i aparentment dos successos igualment probable.
Pero com les ternes amb dos elements iguals representen 3 casos i les
de tres elements diferents de 6 casos depenent del dau, llavors
p(9)=25/216 i p(10)=27/216.

Per mitja del diagrama d’arbre corresponent:
En el cas (3,1): p(A)_ i p(B)_ . Repartiment 1:7.
En el cas (4,1): p(A)= 7z 16 i p(B)— 6 Repartiment 1:15.

En general (n,1): p(A)= 2" i p(B)= 2" . Repartiment 1:2"-1.
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4.4. En el cas (2,2) el repartiment és 1:1 com és logic.
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En el cas (3,2) el repartiment és 5:11.
En el cas (4,2) el repartiment és 6:26 o 3:13.

Per mitja del diagrama d’arbre corresponent:
En el cas (2,1,1) el repartiment és 4:4:1.
En el cas (2,2,1) el repartiment és 5:5:17.

a) El jugador A guanyara a la 12, 32, 52, i
o I

b) El jugador B guanyara a la 22, 42, 62,... tirada:
o0 S I G
Després el repartiment de I'aposta sera 6:5.

Si analitzem la probabilitat del pas (1,2) -> (0,2) suposa que Antonio
guanyaria si isquera 5 en la 12 tirada, o en la segona si en la primera no
haguera eixit el 5 ni el 3 perqué hauria guanyat Bernardo, i aixi succes-
sivament:

+Z l(g)z ! +...=% (1 +2 +(g)z+... =

el 1
P=%673'6 3% 373

Després el pas (1,2) -> (1,1) té la mateixa probabilitat i la mateixa el pas
(1,1)->(1,0) o el pas (1,1) -> (0,1).

Per tant és un cas idéntic a I'exemple d’introducci6, i en consequéncia
el repartiment ha de ser 3:1 i com han posat 20.000 monedes, li corres-
pondrien 15.000 monedes Antonio i 5.000 monedes a Bernardo.
Cal observar que si ens fixarem en un repartiment proporcional a les
partides guanyades o a les partides que falten per a guanyar la propor-
Cio seria 1:2.
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5. ORXATA DE XUFA VALENCIANA

5.1.

Siguen x e i els dies que tardaria cada tractor per separat, llavors plan-
tegem el sistema:

+==1

El primer tractor tardara 12 dies mentres que el segon tardara 24 dies.

Siguen x e i els dies que tardaria cada tractor per separat i t el temps
que estan els tractors treballant simultaniament, llavors plantegem el
sistema:

3
X

11

2K
Y

t+ 1
X

At

Y Si eliminem el temps en les dos Ultimes equacions, obte-
nim el sistema format per la primera equacio i I'equacié: x-y=2.
El primer camié tardara 10 hores i 8 hores el segon.

Si el percentatge demanat: p

Produccié de l'any inicial : x

Produccié en el primer any: 1,05x

Produccié en el segon any: (1,05x)-1,08 = 1,134x

Produccié en el tercer any:

(1,134x)-(1+p/100) = 1,134x+0,01134px

Plantegem l'equaci6:

(1,05x—x) + (1,134x - 1,05x%) -3|r 1,134x+ 0,01134px —1,134x _ 0,1x

Obtenint-se el 14,64%.
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Siga “x” la quantitat que pren del primer deposit i “100-x” la que pren
del segon. Llavors plantegem |'equacio:

%x + %(1 00 - x) = 20 i obtenim 68,42 litres en el primer depositi 31,52

litres en el segon deposit.

6. RAMON LLUL | LA COMBINATORIA

6.1. a) C8,2 = 28 b) C8,3 = 56

6.2. Cy, - 20 =170 (els 20 vertexs es poden unir de C,,, maneres per a
obtindre les diagonals perd després cal restar a esta quantitat els
vertexs consecutius ja que estos no formen diagonals siné els costats del

poligon).

C-|013‘ C4:3 = 116

EVWB L0 [ L0 10

C714 = 35

4

Sanbl

C8,2 = 28

Co4=126 (Siguen A, B, C, D, E, F, G, H, | els 10 alumnes. Si separem un
d’ells, per exemple el A, ens queda un conjunt de 9 elements, d’eixe
conjunt es poden extraure Cy, = 126 subconjunts de 5 elements. Cada
un de tals subconjunts definix un subconjunt de 6 elements: el que esta
integrat pels 5 elements sobrants).

6.7. C9,6 = 84

6.8. C11,6 = 462

6.9. Cgz,=28

6.10. 128 (C710 +C711+C712+ .............. +°C7:7 = (1 +1 )7
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7. AL-QALASADI: EL PRINCIPI D'INDUCCIO

7.1.

7.2

7.4.

Es tracta de completar la demostracio.

- ()

2 2
P42+ o+ k+1) = [ﬂk;—1l] +(k+1)= [ﬁ_L)kT 2k+2 ]

= 4l

5° 4.5

i 1 k 1 k+1

1
5756 ke 3)k+d) T ke )(k+5) ~ dk+4) T k+A)(k+5) _ 4(k+5)

1-4=1001+1)
1-4+2-7 + ...k(3k+1) + (k+1)(3(k+1)+1)= k(k+1)* + (k+1)(3k+4)= (k+1)(k+2)?

8. ELS REPARTIMENTS | EL TALMUD

8.1.

oo, L
Pi=¢gg 300=50

r=100
2008 5
= 200 P= %50 -300= 100

=300 E=300 2r=600 p,= 300 300= 150

rn=100
Regla Igualitaria r,= 200
r;=300 E=100

A cada una li correspondria 33,3

S
PROGRAMP
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I‘1= 50

Regla Igualitaria Restringida de perdues. =150
=200 E=100

eCalculem el que perden entre els tres: (50+150+200)-100=300.

*Si ho repartixen per igual entre els tres, perd cada un 300/3=100 =
A (possible 7).

*El primer no pot perdre 100 perque és més del que li deuen, llavors
perd 50 i ho descomptem de les pérdues per a calcular A.

ePerdues = 350 — 100 = 250 les repartim entre els altres dos A= 250/2=
125.

max(0; 50 — A)+ max(0; 150 — A)+ max(0; 200 — A)= 100
0 i 25 + 75 = 100

Al primer li correspon 0, al segon 25 i al tercer 75.

Regla del Talmud
=100

ry= 200
r=300 E=200

4

SIMb LYWL | FOAI|[1X40

1

100 + 200 + 300 = 600 292 _ 300 > 200

Suposem que repartim E entre els tres a parts iguals:

2—(3)0 = 66,6 = A perd al primer li correspon 50, després recalculem

A:200-50=150; 150/2=75=A

t;= min(50;A)= 50
t,= min(100;A)= 75
t;= min(150;A)= 75
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9. LA BARRACA VALENCIANA

9.1.

Pl

figura 1 figura 2

Sabem que la distancia recorreguda per un objecte que es mou amb
moviment uniformement accelerat és: s =s, + vt + — at
De la figura 2 es deduix que:

- X L X
cosos s 5= Cosb

Substituint en I'equacié anterior (i tenint en compte que s, =0y v, = 0)
tenim:

coxsb = 17 gt? sen(b) O 2x = g t2 sen(b)cos(b)

. 4x
O 2x=gt2ﬂ§—bZ 0 4x =gt sen(2b) 0 t=\/gsej

Perqué t es minim, g senet(2b) ha de ser el més gran possible, la qual
cosa succeix quan senet(2b) = 1 i per tant: 2b= 90° b = 45°.

a) r=0,981. La relacio6 és directa al ser r >o.

b) y=1,27x -12,13.

¢) Cal esperar una temperatura minima de 15,81°C. Per a una tempe-
ratura de 40°C el resultat que obtinguem no sera fiable ja que eixa tem-
peratura s’allunya de les temperatures donades en la taula.
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d) La temperatura serd de 21,3°C (en la ecuacién de la recta de regre-
sion de y sobre x, despejar la “x” y sustituir el valor de la “y”).

Si anomenem “h” a l'altura de la creu i “d” a la distancia a la barraca

tg(60) = 20

es verifica: | tg(61,5) =&d+h d’on d= 2,89 m.y h= 31

10. LA CLEPSIDRA: RELLOTGE D’AIGUA

10.1. A I'augmentar el valor del parametre la grafica se “obri” la grafica, és a
dir, creix més lentament.
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10.2. Expressarem el volum del cilindre en funcié de H.

VH

Tenint en compte que RZ:\/_X substituint en el volum del cilindre

H

TT T 3 «s 2 V .
- = It ‘H=—H clepsidra
VC|I|ndro ‘w m - Per tant la relaci6 és sempre Vondo
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10.3.

TIEMP

O | ALTURA

RADIO

V.CLEPSIDRA

V.CILINDRO

PORCENTAJE

VARIACION

50 cm.

22,36 cm.

52,36 litros

78,54 litros

66,67%

0h

48 cm.

22,13 cm.

49,25 litros

73,87 litros

66,67%

-3,11 litros

1h

46 cm.

21,90 cm.

46,20 litros

69,31 litros

66,67%

-3,05 litros

2h

44 cm.

21,66 cm.

43,22 litros

64,84 litros

66,67%

-2,98 litros

3h

42 cm.

21,41 cm.

40,31 litros

60,47 litros

66,67%

-2,91 litros

4h

40 cm.

21,15 cm.

37,47 litros

56,20 litros

66,67%

-2,84 litros

5h

38 cm.

20,88 cm.

34,69 litros

52,04 litros

66,67%

-2,77 litros

6 h

36 cm.

20,60 cm.

31,99 litros

47,98 litros

66,67%

-2,70 litros

7 h

34 cm.

20,31 cm.

29,36 litros

44,04 litros

66,67%

-2,63 litros

8 h

32 cm.

20,00 cm.

26,81 litros

40,21 litros

66,67%

-2,55 litros

9h

30 cm.

19,68 cm.

24,33 litros

36,50 litros

66,67%

-2,47 litros

10 h

28 cm.

19,34 cm.

21,94 litros

32,91 litros

66,67%

-2,39 litros

11 h

26 cm.

18,99 cm.

19,63 litros

29,45 litros

66,67%

-2,31 litros

12 h

24 cm.

18,61 cm.

17,41 litros

26,12 litros

66,67%

-2,22 litros

13 h

22 cm.

18,21 cm.

15,28 litros

22,92 litros

66,67%

-2,13 litros

14 h

20 cm.

17,78 cm.

13,25 litros

19,87 litros

66,67%

-2,04 litros

15h

18 cm.

17,32 cm.

11,31 litros

16,96 litros

66,67%

-1,94 litros

16 h

16 cm.

16,82 cm.

9,48 litros

14,22 litros

66,67%

-1,83 litros

17 h

14 cm.

16,27 cm.

7,76 litros

11,64 litros

66,67%

-1,72 litros

18 h

12 cm.

15,65 cm.

6,16 litros

9,23 litros

66,67%

-1,60 litros

19 h

10 cm.

14,95 cm.

4,68 litros

7,02 litros

66,67%

-1,47 litros

20 h

8 cm.

14,14 cm.

3,35 litros

5,03 litros

66,67%

-1,33 litros

21 h

6 cm.

13,16 cm.

2,18 litros

3,26 litros

66,67%

-1,17 litros

22 h

4 cm.

11,89 cm.

1,18 litros

1,78 litros

66,67%

-0,99 litros

23 h

2 cm.

10,00 cm.

0,42 litros

0,63 litros

66,67%

-0,77 litros

24 h

0 cm.

0,00 cm.

0,00 litros

0,00 litros

-0,42 litros

A

0,0002

10.4. Com 24=k(48-0), es té k=0,5 i t=0,5(48-H).

10.5. a) Si H=A-R* llavors R =1 Aﬂ

b) Aplicant el calcul integral per al calcul de volums de revolucié:

il Regy = & [VA-dH = 2T A
V(H)_HLR dH-VZJ;W/ﬁdH_WZ\/ﬁ
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APENDIX

Demostracié de la formula t= k(H,-H):

dav dv dH TT dH 21T 3
Q=-= __1/H— V(H) = £=+H P
El cabal it H dt e it sent (H) 3 n . Pel teorema de

Torricelli, la velocitat d’eixida de I'aigua depén de I'altura de la mateixa en el

X0

recipient d’acord amb la férmula V=+2gH . Per tant el cabal dependra de la

seccio de l'orifici d’eixida (S) i de la velocitat (v):

_ S\2gH -t ygdHi
Q g ‘/Zwlﬁdt

E NG =
Separant variables: Sv20A

LWBL0 [ §0I3]

Integrant: fdt=—Cde es té t = C(H, - H) que indica que la velocitat de des-

4

Sanbl

cens del nivell de I'aigua és constant.
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