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SESIÓN 13: CÁLCULO DE INTEGRALES
REALES MEDIANTE RESIDUOS

Los residuos no son sólo útiles para calcular cierto tipo de integrales en el plano
complejo sino que, como veremos en esta sesión, pueden ser también utizadas para
calcular integrales reales. Nosotros sólo estudiaremos tres tipos de integrales reales a
las que se les puede aplicar esta técnica, pero la lista es mucho mayor.

1. Cálculo de integrales reales

Una de las principales aplicaciones del Teorema del Residuo es el cálculo de in-
tegrales reales (eventualmente impropias). Para ello hay que elegir convenientemente
tanto la función f(z) como el contorno de integración 
: Nosotros sólo consideraremos
tres tipos de integrales:

1.
R1
�1 f(x)dx, donde f(x) = p(x)=q(x) es una función racional real sin singulari-
dades (es decir, p(x); q(x) son polinomios, con el grado de q estrictamente mayor
que el grado de p, y q(x) 6= 0 para 8x 2 R). Si z1; z2; :::; zn son los ceros del
polinomio complejo q(z), entonces la función f(z) = p(z)=q(z) es analítica en
C, excepto en los puntos aislados zk =2 R, 1 � k � n. Consideremos

H


f(z)dz

a lo largo del contorno cerrado simple 
 que consiste en el segmento [�R;R]
sobre el eje real y en la semicircunferencia CR de radio R centrada en el origen
y contenida en el semiplano superior �+ = fz 2 C : Im z > 0g. Suponiendo que
CR no intersecta ninguno de los polos de f(z),I




f(z)dz =

Z R

�R
f(x)dx+

Z
CR

f(z)dz = 2�i
X

zk2
int

Res (f; zk)

Pasando al límite R!1, obtenemos

vp
Z 1

�1
f(x)dx = 2�i

X
zk2�+

Res (f; zk)� l��m
R!1

Z
CR

f(z)dz

donde

vp
Z 1

�1
f(x)dx := l��m

R!1

Z R

�R
f(x)dx

es el valor principal de Cauchy de la integral impropia
R1
�1 f(x)dx:

2.
R 2�
0
g(sin �; cos �)d�, donde g(sin �; cos �) es una función racional de sin � y cos �.

El cambio de variable z = ei�, 0 � � < 2�, es decir,

sin � =
z � z�1
2i

; cos � =
z + z�1

2
; d� =

dz

iz
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transforma la integral anterior en la integral de contorno
H


f(z)dz, donde f(z) =

g[(z�z�1)=2i; (z+z�1)=2]=iz y 
 es la circunferencia unidad centrada en el origen.
Si ninguno de los posibles polos zk (1 � k � n) de f está sobre 
, entoncesZ 2�

0

g(sin �; cos �)d� = 2�i
X
jzkj<1

Res(f; zk)

3.
R1
�1 f(x) cos�xdx;

R1
�1 f(x) sin�xdx, donde f(x) = p(x)=q(x) es una función

racional real sin singularidades reales y � > 0. Se considera entonces la integral
de contorno

H


f(z)ei�zdz; donde 
 es el mismo contorno que en las integrales del

tipo 1. Entonces, separando sus partes real e imaginaria,

vp
Z 1

�1
f(x) cos�xdx = Re

242�i X
zk2�+

Res(f(z)ei�z; zk)� l��m
R!1

Z
CR

f(z)ei�zdz

35
vp
Z 1

�1
f(x) sin�xdx = Im

242�i X
zk2�+

Res(f(z)ei�z; zk)� l��m
R!1

Z
CR

f(z)ei�zdz

35
En el caso � < 0; el contorno de integración 
 consiste en el segmento [�R;+R] �
R y en la semicircunferencia CR de radio R centrada en el origen pero contenida
ahora en el semiplano inferior �� = fz 2 C : Im z < 0). Obsérvese que la
orientación positiva de 
 (sentido antihorario) induce esta vez el sentido negativo
(de mayor a menor) en [�R;+R], de manera que, en las dos igualdades anteriores,
aparte de cambiar �+ por ��, hay también que sustituir

R1
�1 ... dx por �

R1
�1 :::

dx: Otra posibilidad es reducir este caso al anterior mediante las identidadesZ 1

�1
f(x) cos�xdx =

Z 1

�1
f(x) cos j�jxdxZ 1

�1
f(x) sin�xdx = �

Z 1

�1
f(x) sin j�jxdx

Nota 1 Si la integral impropia
R1
�1 f(x)dx existe, entonces

vp
Z 1

�1
f(x)dx =

Z 1

�1
f(x)dx

trivialmente. Pero, en general, puede ocurrir que exista el valor principal de Cauchy
de una integral impropia sin que exista dicha integral impropia (por ejemplo, cuando
f(x) = sinx).

A la vista de las fórmulas para calcular integrales reales de los tipos 1 y 3 mediante
residuos, se ve que los cálculos se simpli�can considerablemente cuando

l��m
R!1

Z
CR

f(z)dz = 0 y l��m
R!1

Z
CR

f(z)ei�zdz = 0

respectivamente. El siguiente teorema proporciona condiciones su�cientes para ello.
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Teorema 1 Sea 
 un conjunto abierto de C que contiene al semiplano superior �+ =
fz 2 C : Im z � 0g y sea f una función analítica en 
 excepto, a lo sumo, en un número
�nito de singularidades ninguna de las cuales está sobre el eje real.

1. Si jf(z)j �M= jzjk para jzj � R0, donde k > 1 y M son constantes, entoncesZ 1

�1
f(x)dx = 2�i

X
zk2�+

Res (f(z); zk)

2. Si jf(z)j � M= jzjk para jzj � R0, donde k > 0 y M son constantes, y � > 0;
entonces Z 1

�1
f(x) cos�xdx = Re

242�i X
zk2�+

Res (f(z)ei�z; zk)

35
Z 1

�1
f(x) sin�xdx = Im

242�i X
zk2�+

Res (f(z)ei�z; zk)

35
Prueba. 1. Sea CR = fz = Rei� : 0 � � � �g el contorno semicircular de centro en el
origen y radio R contenido en �+: Hay que probar

l��m
R!1

Z
CR

f(z)dz = 0

Por la acotación ML de la integrales de contorno,����Z
CR

f(z)dz

���� � M

Rk
�R =

M�

Rk�1

para R � R0: Entonces;

l��m
R!1

����Z
CR

f(z)dz

���� � l��m
R!1

M�

Rk�1
= 0

ya que, por hipótesis, k > 1: Además, como f(x) es integrable en cualquier intervalo
de R (por ser continua) yZ 1

a

jf(x)j dx �M
Z 1

a

dx

xk
<1;

Z a

�1
jf(x)j dx �M

Z a

�1

dx

xk
<1 (jaj � R0; k > 1)

se deduce por el del criterio de comparación para integrales impropias que f(x) es
integrable en R y, por tanto,

vp
Z 1

�1
f(x)dx =

Z 1

�1
f(x)dx
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2. En este caso hay que probar

l��m
R!1

Z
CR

f(z)ei�zdz = 0 (� > 0)

Parametrizando la integral de contorno con �; el argumento de z 2 CR,Z
CR

f(z)ei�zdz =

Z �

0

f(Rei�)ei�Re
i�

iRei�d�

de donde ����Z
CR

f(z)ei�zdz

���� �
Z �

0

���f(Rei�)ei�Rei�iRei���� d�
=

Z �

0

��f(Rei�)ei�R cos ���R sin �iRei��� d�
=

Z �

0

��f(Rei�)�� e��R sin �Rd�
� M

Rk�1

Z �

0

e��R sin �d�

para R � R0: Ahora bien: sin � � 2�=� para 0 � � � �=2 (es decir, la grá�ca de la
función sin � en el intervalo [0; �=2] queda por encima de la recta que une el origen de
coordenadas con el punto (�=2; 1)). Por tanto,

M

Rk�1

Z �

0

e��R sin �d� =
2M

Rk�1

Z �=2

0

e��R sin �d� � 2M

Rk�1

Z �=2

0

e�2�R�=�d�

=
2M

Rk�1
�

2�R

�
e�2�R�=�

�0
�=2
=
�M

�Rk
�
1� e��R

�
y esta expresión tiende a 0 cuando R!1 ya que, por hipótesis, � > 0: Por último y
de forma análoga al caso anterior, se deduce que

vp
Z 1

�1
f(x) cos�xdx =

Z 1

�1
f(x) cos�xdx

vp
Z 1

�1
f(x) sin�xdx =

Z 1

�1
f(x) sin�xdx

Corolario 1 Sean p(z) y q(z) dos polinomios de gradosm y n; respectivamente. Supong-
amos además que los ceros de q(z), a saber, z1; z2; :::; zn, no son reales. Se cumple:

1. Si n � m+ 2, entoncesZ 1

�1

p(x)

q(x)
dx = 2�i

X
zk2�+

Res
�
p(z)

q(z)
; zk

�
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2. Si n � m+ 1 y � > 0, entoncesZ 1

�1

p(x)

q(x)
cos�xdx = Re

242�i X
zk2�+

Res
�
p(z)

q(z)
ei�z; zk

�35
Z 1

�1

p(x)

q(x)
sin�xdx = Im

242�i X
zk2�+

Res
�
p(z)

q(z)
ei�z; zk

�35
3. Si n � m+ 1 y � < 0, entoncesZ 1

�1

p(x)

q(x)
cos�xdx = �Re

242�i X
zk2��

Res
�
p(z)

q(z)
ei�z; zk

�35
Z 1

�1

p(x)

q(x)
sin�xdx = � Im

242�i X
zk2��

Res
�
p(z)

q(z)
ei�z; zk

�35
Prueba. Sean

p(z) = amz
m + :::+ a1z + a0 (am; :::; a0 2 R; am 6= 0)

q(z) = bnz
n + :::+ b1z + b0 (bn; :::; b0 2 R; bn 6= 0)

donde n � m =: h � 2 o 1; según el caso. La función racional f(z) = p(z)=q(z) es
analítica en todo el plano complejo excepto, a lo sumo, en los ceros del polinomio q(z);
ninguno de los cuales es, por hipótesis, real. Para poder aplicar a f(z) el Teorema 1
sólo falta, pues, probar que jp(z)=q(z)j �M= jzjh para jzj su�cientemente grande.
En primer lugar demostraremos que existen M0 > 0 y R0 � 1 tales que

jq(z)j �M0 jznj

si jzj � R0: En efecto: de bnzn = q(z)�bn�1zn�1�:::�b0 y de la desigualdad triangular,
obtenemos

jbnznj � jq(z)j+
��bn�1zn�1��+ :::+ jb0j

y, por tanto,
jq(z)j � jbnj jznj � jbn�1j

��zn�1��� :::� jb0j
Sea b = jbn�1j+ :::+ jb0j : Si jzj � 1; entonces

jq(z)j � jzjn�1
�
jbnj jzj � jbn�1j � :::�

jb0j
jzjn�1

�
� jzjn�1 (jbnj jzj � b)

Sea M0 > jbnj y R0 := m�axf1; b=(jbnj �M0)g: Entonces, jzj > R0 implica jbnj jzj � b >
jzjM0; de donde jq(z)j �M0 jznj :
Análogamente, existe un M1 > 0 tal que

jp(z)j �M1 jzmj
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si jzj � 1: Basta coger, en efecto, M1 = jamj+ :::+ ja0j :
Por tanto, si jzj > R0 � 1; tenemos����p(x)q(x)

���� � M1

M0

1

jzjh
� M

jzjh

con M :=M1=M2 > 0; como queríamos demostrar:

Nota 2 La transformada de Fourier de una función f : R ! C o R es una nueva
función f̂ de�nida por la integral impropia paramétrica

f̂(!) :=
1p
2

Z 1

�1
f(x)e�i!xdx

Vemos, pues, que si f = p=q es una función real racional con el grado del polinomio q
mayor que el del polinomio p; entonces (i) si ! > 0

f̂(!) =
1p
2

Z 1

�1
f(x) cos(�!)xdx+ ip

2

Z 1

�1
f(x) sin(�!)xdx

= �Re

24p2�i X
zk2��

Res (f(z)e�i!z; zk)

35� i Im
24p2�i X

zk2��
Res (f(z)e�i!z; zk)

35
= �

p
2�i

X
zk2��

Res (f(z)e�i!z; zk)

y, análogamente, (ii) si ! < 0;

f̂(!) =
p
2�i

X
zk2�+

Res (f(z)e�i!z; zk)

Estas fórmulas son también ciertas bajo condiciones más generales.

Ejemplo 1 Calcular mediante el teorema de residuos las integrales reales impropias

(a)

Z 1

0

dx

(1 + x2)n
; (b)

Z 2�

0

d�

1 + a2 � 2a cos � ; (c)
Z 1

�1

x sin bx

x4 + c4
dx

donde n 2 N; a es una constante real positiva y distinta de 1, y b; c > 0:

Solución. (a) Para n = 1 la integral es trivial y se deja como ejercicio. Sea, pues,
n � 2. La función compleja

f(z) =
1

(1 + z2)n
=

1

(z + i)n(z � i)n
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con denominador de grado 2n y numerador de grado 0; tiene dos polos de orden n en
z = �i =2 R, de los cuales sólo z = +i está en el semiplano superior. El residuo en este
punto vale

Res(f; i) = l��m
z!i

1

(n� 1)!
dn�1

dzn�1

�
(z � i)n 1

(z + i)n(z � i)n

�
= l��m

z!i

1

(n� 1)!
dn�1

dzn�1
(z + i)�n

= l��m
z!i

1

(n� 1)!(�n)(�n� 1):::(�n� n+ 2)(z + i)
�n�n+1

=
(�1)n�1n(n+ 1):::(2n� 2)

(n� 1)!
1

(2i)2n�1
= � i

22n�1

�
2n� 2
n� 1

�
Por tanto,Z 1

0

dx

(1 + x2)n
=
1

2

Z 1

�1

dx

(1 + x2)n
= �iRes(f; i) =

�

22n�1

�
2n� 2
n� 1

�
(b) Haciendo los cambios

z = ei�; d� =
dz

iz
; cos � =

z + z�1

2

tenemos Z 2�

0

d�

1 + a2 � 2a cos � =
Z



idz

a(z � a)(z � 1
a
)

donde 
 es el círculo unidad centrado en el origen y orientado positivamente. Vemos
que el nuevo integrando en la variable compleja z tiene polos simples en z = a y
z = 1=a; ninguno de los cuales está sobre 
 ya que, por hipótesis, a 6= 1: Los residuos
correspondientes son

Res
�

i

a(z � a)(z � 1
a
)
; a

�
=

i

az � 1

����
z=a

=
i

a2 � 1

Res
�

i

a(z � a)(z � 1
a
)
;
1

a

�
=

i

a(z � a)

����
z=1=a

=
i

1� a2

Si jaj < 1; entonces a 2 
int y 1=a =2 
int; de manera queZ 2�

0

d�

1 + a2 � 2a cos � = 2�iRes
�

i

a(z � a)(z � 1
a
)
; a

�
=

2�

1� a2

Si, por el contrario, jaj > 1; entonces a =2 
int, 1=a 2 
int yZ 2�

0

d�

1 + a2 � 2a cos � = 2�iRes
�

i

a(z � a)(z � 1
a
)
;
1

a

�
=

2�

a2 � 1
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En resumen, Z 2�

0

d�

1 + a2 � 2a cos � =
2�

ja2 � 1j (a 6= 1)

(c) La función

F (z) =
zeibz

z4 + c4

tiene polos simples en los puntos

z4 + c4 = 0 , zk = c
4
p
�1 = cei�(1+2k)=4 (k = 0; 1; 2; 3)

de los cuales sólo

z0 =
cp
2
(1 + i) y z1 =

cp
2
(�1 + i) = �z0

pertenecen al semiplano superior. Por tanto, por el Lema 3 de la Sesión 12,

1X
k=0

Res(F (z); zk) =
z0e

ibz0

4z30
+
z1e

ibz1

4z31
= � 1

4c4
�
z20e

ibz0 + z0
2e�ibz0

�
= � 1

2c4
Re
�
ic2e�bc(1�i)=

p
2
�
=
e�bc=

p
2

2c2
sin

bcp
2

y Z 1

�1

x sin bx

x4 + c4
dx = Im

 
2�i

1X
k=0

Res(F (z); zk)

!

= Im

 
2�i

e�bc=
p
2

2c2
sin

bcp
2

!
=
�e�bc=

p
2

c2
sin

bcp
2

2. Problemas propuestos

1. Calcular mediante residuos las integrales reales

a)
R1
�1

1
1+x2

dx

b)
R1
�1

x2

x4+1
dx

c)
R 2�
0

d�
a+b sin �

(a > jbj)

d)
R 2�
0

cos 3�
5�4 cos �d�

e)
R 2�
0

sin2 t
2+cos t

dt

f )
R1
�1

x sin�x
x2+2x+5

dx
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g)
R1
0

x sin ax
x4+b4

dx (a; b > 0)

h)
R 2�
0

d�
(5�3 sin �)2

i)
R 2�
0

d�
(a+b cos �)2

(0 < b < a)

j )
R1
0

cosmx
x2+1

dx

k)
R1
0

x sin ax
x2+b2

dx (a; b > 0)

l)
R1
0

cosx
x4+1

dx

m)
R1
0

x2 cosx
x4+a4

dx (a > 0)

2. Calcular la transformada de Fourier de la función

f(x) =
x2

x4 + a4
(a > 0):
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