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SESION 13: CALCULO DE INTEGRALES
REALES MEDIANTE RESIDUOS

Los residuos no son solo tiles para calcular cierto tipo de integrales en el plano
complejo sino que, como veremos en esta sesion, pueden ser también utizadas para
calcular integrales reales. Nosotros sdlo estudiaremos tres tipos de integrales reales a
las que se les puede aplicar esta técnica, pero la lista es mucho mayor.

1. Calculo de integrales reales

Una de las principales aplicaciones del Teorema del Residuo es el cédlculo de in-
tegrales reales (eventualmente impropias). Para ello hay que elegir convenientemente
tanto la funcién f(z) como el contorno de integracion . Nosotros sélo consideraremos
tres tipos de integrales:

1. [Z f(z)dz, donde f(z) = p(z)/q(x) es una funcién racional real sin singulari-
dades (es decir, p(z), ¢(z) son polinomios, con el grado de ¢ estrictamente mayor
que el grado de p, y g(z) # 0 para Vx € R). Si 21, 29, ..., 2, son los ceros del
polinomio complejo ¢(z), entonces la funcién f(z) = p(z)/q(z) es analitica en
C, excepto en los puntos aislados z; ¢ R, 1 < k < n. Consideremos fy f(2)dz
a lo largo del contorno cerrado simple v que consiste en el segmento [—R, R]
sobre el eje real y en la semicircunferencia C'r de radio R centrada en el origen
y contenida en el semiplano superior II" = {z € C : Im z > 0}. Suponiendo que
Cr no intersecta ninguno de los polos de f(z),

j[f dz—/ flx dm—i—cf dz:27m§:Resfz;C

2k€Yint

Pasando al limite R — oo, obtenemos

vp/ f(x)dx = 2mi Z Res (f, z) — lim f(z)dz
R

2R €llt

0 R
w [~ e =t [ pyis

es el valor principal de Cauchy de la integral impropia ffooo f(x)dx

donde

2. fo% g(sin @, cos0)df, donde g(sin #, cos ) es una funcién racional de sin y cos 6.
El cambio de variable z = €, 0 < 0 < 2, es decir,
—zt z4 271 _dz

Sinezz - , cosf = , do = —=
21 2 ¥
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transforma la integral anterior en la integral de contorno fv f(2)dz, donde f(z) =

gl(z—271)/2i, (z+271) /2] /iz y 7y es la circunferencia unidad centrada en el origen.
Si ninguno de los posibles polos z;, (1 < k < n) de f estd sobre 7, entonces

2m
/ g(sin @, cos0)dO = 2mi Z Res(f, zx)
0

|Zk|<1

3. ffooo f(z) cos axdz, ffooo f(z)sinaxdz, donde f(z) = p(x)/q(x) es una funcién
racional real sin singularidades reales y a > 0. Se considera entonces la integral
de contorno fw f(2)e**dz, donde ~y es el mismo contorno que en las integrales del
tipo 1. Entonces, separando sus partes real e imaginaria,

Vp/ f(z)cosaxdr = Re |2mi Z Res(f(2)e'**, z,) — lim F(2)é"dz

| aelt oo Jog |
Vp/ f(x)sinazdr = Im |2mi Z Res(f(2)e™*, z,) _Rh'm (2)edz
— 00 zk€H+ — 00 CR

En el caso @ < 0, el contorno de integracién vy consiste en el segmento [—R, +R] C
R y en la semicircunferencia C'r de radio R centrada en el origen pero contenida
ahora en el semiplano inferior II- = {z € C : Imz < 0). Obsérvese que la
orientacién positiva de v (sentido antihorario) induce esta vez el sentido negativo
(de mayor a menor) en [— R, +R|, de manera que, en las dos igualdades anteriores,
aparte de cambiar ITT por I, hay también que sustituir f_oooo ... dz por — ffo

N
dzx. Otra posibilidad es reducir este caso al anterior mediante las identidades

/OO f(z)cosaxdr = /00 f(x)cos |a| zdx

/°° f(z)sinaxdr = _/00 f(x)sin |a| zdx

Nota 1 Si la integral impropia ffooo f(z)dz existe, entonces

vp/: @)z = /: F(@)da

trivialmente. Pero, en general, puede ocurrir que exista el valor principal de Cauchy
de una integral impropia sin que exista dicha integral impropia (por ejemplo, cuando

f(z) =sinx).

A la vista de las férmulas para calcular integrales reales de los tipos 1 y 3 mediante
residuos, se ve que los calculos se simplifican considerablemente cuando

lfim f(z)dz=0 y lim f(2)e"™**dz =0
CR CR

R—o0 R—o0

respectivamente. El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para ello.
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Teorema 1 Sea Q un conjunto abierto de C que contiene al semiplano superior IIT =
{z € C:Imz >0} ysea f una funcion analitica en Q excepto, a lo sumo, en un nimero
finito de singularidades ninguna de las cuales estd sobre el eje real.

1. Si|f(2)] < M/ |2|* para |z| > Ry, donde k > 1 y M son constantes, entonces

/ f(z)dz = 2mi > Res(f(2),2)

2z €+

2. 8i |f(2)| < M/|z|" para |z| > Ry, donde k > 0 y M son constantes, y a > 0,
entonces

/ f(z)cosaxdr = Re |2mi Z Res (f(2)e'*, z;)

zp €t

/ f(z)sinazdr = Im |2mi Z Res (f(2)e"*, z1,)

2z €+

Prueba. 1. Sea Cp = {z = Re? . 0< 60 < 7} el contorno semicircular de centro en el
origen y radio R contenido en II". Hay que probar

lim f(z)dz =

R—oo Cr

Por la acotacién M L de la integrales de contorno,

M M
Cr f(Z) < ﬁ TR = Rk_l
para R > Ry. Entonces,
lim f(z)dz| < hm kﬂ =0
R—o0 Cr R—oo R

ya que, por hipétesis, & > 1. Ademds, como f(x) es integrable en cualquier intervalo
de R (por ser continua) y

/| ]d:c<]\/[/ —<oo/ |da:<M/ <oo (la| > Ro, k> 1)

se deduce por el del criterio de comparacién para integrales impropias que f(x) es
integrable en R y, por tanto,

w [ fade= [ fla)da
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2. En este caso hay que probar

lim /OR f(z)e**dz=0 (a>0)

R—o0

Parametrizando la integral de contorno con 6, el argumento de z € Ck,

f(z)ei‘”‘zdz:/ F(RE)e R i Ret dp
0

<
0

— / ‘f(ReiG)eiaRcos G—aRsinﬂl-ReiG‘ do
0

Cr

de donde

f(Rew)emRewiRew da

f(2)e"*dz
Cr

— /ﬂ- ‘f(Rew)‘ efostiHORde
0
M T

S e—ocRsinQde
RE-1 0

para R > Ry. Ahora bien: sinf > 20/m para 0 < 6 < 7/2 (es decir, la gréfica de la
funcién sin @ en el intervalo [0, 7/2] queda por encima de la recta que une el origen de
coordenadas con el punto (7/2,1)). Por tanto,

M " —aRsin 6 2M "/ —aRsin@ 2M "/ —2aR0
Qv sin de — Qv sin d9 < o /Tl'de
Rk—l /(; € Rk—l 0 € — Rk—l 0 €
2M w —2aR0/7 0 M —aR
~ RF1924R e :|7r/2:aRk‘ (1—e)

y esta expresion tiende a 0 cuando R — oo ya que, por hipétesis, a > 0. Por ltimo y
de forma andloga al caso anterior, se deduce que

vp /OO f(z)cosaxdr = /oo f(x) cos awdx
vp /OO f(z)sinaxdr = /00 f(z) sin axdz

Corolario 1 Seanp(z) yq(z) dos polinomios de grados m y n, respectivamente. Supong-
amos ademds que los ceros de q(z), a saber, z1, za, ..., zn, no son reales. Se cumple:

1. Sin > m+ 2, entonces

/oo Zﬁ;d;ﬁ =27 »  Res (Mzk>

o 4(T et q(2)
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2. 8in>m+1ya>0, entonces

/ Mcosozxdx = Re |27 Z Res (]iemz,zk)

oo () | q(2) |
/ @Sin arxdr = Im |27 Z Res (p(_z w‘z,zk>
e 2\

3. Sin>m+1ya<0, entonces

/ Zﬂcosomdx = —Re |2m Z Res (Memz,zk)

oo ()

/ p_(:z:) sinardr = —Im |2m Z Res (p—z>€mz>zk>

oo 4()

Prueba. Sean

p(z) = apz™+ ... +az+ay (am,..,a0 €ER, a, #0)
q(z) = bn2n+...—|—b12+b0 (bm...,bo GR, bn 7&0)

donde n — m =: h > 2 o 1, segtn el caso. La funcién racional f(z) = p(z)/q(z) es
analitica en todo el plano complejo excepto, a lo sumo, en los ceros del polinomio ¢(z),
ninguno de los cuales es, por hipdtesis, real. Para poder aplicar a f(z) el Teorema 1
solo falta, pues, probar que |p(z)/q(z)| < M/ |z|" para |z| suficientemente grande.

En primer lugar demostraremos que existen My > 0y Ry > 1 tales que

lq(2)| = Mo |="]
si|z| > Ry. En efecto: de b,2" = q(2)—b,_12" 1 —...— by y de la desigualdad triangular,
obtenemos
1b,2"| < |q(2)] + |br-12"" 1} + ...+ |bol
y, por tanto,

[a(2)] > [bul [2"] = [bp-a] [#" 7] = .. = Ibo]

Sea b= |b,_1| + ... + |bo| . Si |z| > 1, entonces
n— |b0| n—
la(2)| = |o[" (\bn| 2| = 1bna] = .. T > [2]"7 ([bal 2] = b)

Sea My > |b,| y Ro := max{1,b/(|b,| — Mo)}. Entonces, |z| > Ry implica |b,||z| — b >
|z| My, de donde |q(z)| > My |2"].
Anédlogamente, existe un M; > 0 tal que

Ip(2)| < My |2™
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si |z] > 1. Basta coger, en efecto, My = |a,;,| + ... + |ao] -
Por tanto, si |z| > Ry > 1, tenemos

con M := M;/Ms > 0, como queriamos demostrar. B

Nota 2 La transformada de Fourier de una funcion f : R — C o R es una nueva
funcion f definida por la integral impropia paramétrica

£ 1 = —iwx
flo) == / fa)e s

Vemos, pues, que si f = p/q es una funcion real racional con el grado del polinomio q
mayor que el del polinomio p, entonces (i) siw >0

flw) = %/_(: f(z) cos(—w xdx—l——/ f(z) sin(—w)zdz

= —Re |[V2mi Y Res(f(2)e ™, %) | —ilm [V2mi Y Res(f(2)e ™, )

zp€Il— zp€ll—

= —V2rmi Y Res(f(z)e™, z)

zpell~

y, andlogamente, (ii) siw < 0,

flw) = V2mi Z Res (f(2)e ™%, z.)

zp €I+

FEstas formulas son también ciertas bajo condiciones mds generales.

Ejemplo 1 Calcular mediante el teorema de residuos las integrales reales impropias

* da o do * rsinbx
(a)/o (14 x2)n’ (6) /0 1+ a%—2acosf’ (©) /Oo PN

donde n € N, a es una constante real positiva y distinta de 1, y b,c > 0.

Solucién. (a) Para n = 1 la integral es trivial y se deja como ejercicio. Sea, pues,
n > 2. La funcién compleja
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con denominador de grado 2n y numerador de grado 0, tiene dos polos de orden n en
z ==+i ¢ R, de los cuales s6lo z = +i estd en el semiplano superior. El residuo en este
punto vale

Ret) =t (G0 e )
~ lim ﬁjz—;(z iy
- i ﬁ(—n)(—n 1) —n— 4 2)(z 4 0)
_ (—1)”171?;4: 3'(2n —2) (2Z.)12n_1 _ _222_1 (2:_—12)

Por tanto,

& dx 1 [ dx ) ) T 2n —2
/o <1+:c2>"‘5/_m<1+x2>n‘“Res“’”‘w1(n—1>

(b) Haciendo los cambios

tenemos

/2” dé _/ idz
o l+a?—2acos ) a(z—a)(z—2)

a
donde v es el circulo unidad centrado en el origen y orientado positivamente. Vemos
que el nuevo integrando en la variable compleja z tiene polos simples en z = a y
z = 1/a, ninguno de los cuales estd sobre v ya que, por hipétesis, a # 1. Los residuos
correspondientes son

Res (a(z—aé(z—éya) - azi—l z=a
i 1 !
Res (a(z—a)(z—ﬁ)ﬂ) B a(z —a)

Si |a| < 1, entonces a € v,,, v 1/a & v,,;, de manera que

/27r i = 2mi Res i a S L
o 1+4+a2—2acos " a(z—a)(z—23)"") 1-a

Si, por el contrario, |a| > 1, entonces a ¢ 7,,;, 1/a € v,; ¥

/27r i = 2mi Res i N__=
o 1+a?—2acos® a(z—a)(z—Y)a) a2-1

7
a? —1
B 1
C1—a?

z=1/a
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En resumen,

2m
do 2m
= 1
/o 1+a?—2acos |a®—1] (a71)
(¢) La funcién
Zeibz
Flz) = =5
(2) 2+t

tiene polos simples en los puntos
A4t =0 o z,=cv—1=ce™FW/A (L =0,1,2,3)
de los cuales sélo

Z(1+i) y m=——(-14i)=—%

V2 V2

pertenecen al semiplano superior. Por tanto, por el Lema 3 de la Sesién 12,

20 —

1 ibzg ibz1
e z1€ 1 2 ibzg | —2 —ibZg
ZR@S(F(Z)>Zk) = 423 + 42% = —@ (206 Y+ Zp%e 0)
1 -2 be(1-i)/v/2 e_b_C/ﬁ in 2
= 5 Re <zc e ) = 52 smﬁ
y
* xsinbx :
/oo x4—+c4dx = Im (QWi;ReS(F(Z), Zk))
(e be | me R b
= Im|27t———sin— | = S —=
2¢? V2 c V2
|

2. Problemas propuestos

1. Calcular mediante residuos las integrales reales

a) f 1+lx2dx

b) Jo 4+1

¢) fo% a+b51n9 (a > b])
A) Jo" 5550

e) fo2ﬂ 2S+Héo: pdt

2 oom:gi;;rjf)dx
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9) f0°° Shitdr (a,0>0)
h) J)" e

) % (0<b<a)
7) fo Sy dv

k) [ msiedy (a,b> 0)
D Jy gde

m) [5° ff—ﬁfdx (a > 0)

2. Calcular la transformada de Fourier de la funcién

1'2

fz) = por (a > 0).
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